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Rtsumt : 

Dam cet article nous tvaluons quelques options exotiques sur taux d'interi3, en particulier des options digitales, 
double-digitales et des obligations couloirs. 

finance en temps continu, arbitrage, martingale, probabilitts risque-neutre et forward-neutre, option sur taux 
d'inttret, digitales, double digitales, obligation i3 couloir, produits dtrivbs. 

INTRODUCTION 

Le recours a l'utilisation des produits derives financiers est devenu de plus en plus 

frequent et ce, en depit d'une certaine desaffection en 1995. Bien que les principaux contrats 

des marches organisCs ou de grC grt soient concentr6s sur des instruments futures ou 

forward, les pratiques financikres des tresoriers et gCrants de portefeuilles se sont enrichies de 

techniques de couverture ou d'investissement s'appuyant sur les options. Fort de ce succks, 

le processus d'innovation financikre s'est acceltre L la fin des annees 1980 et a livrk une 

large gamme d'options sur taux repondant a des besoins specifiques et trks varies. Mais des 

faillites retentissantes, une certaine opacite des derives et une relative Ctroitesse du march6 

ont nui la reputation de ces instruments. L'affaire Barings en 1995 et la perte en 1994 de 

157 millions de dollars par la firme Procter et Gamble dans une operation de swap de taux 

d'inGri3 ne peut qu'inciter a la reflexion sur leurs usages. 

L'apprkhension des risques de ce type de produits financiers depend implicitement du 

modkle choisi pour decrire l'evolution du sous-jacent. Dans des travaux precedents nous 



avions, A I'aide du modkle lintaire gaussien A un alka, cas particulier du modkle de Heath, 

Jmow et Morton, obtenus des formules explicites pow valoriser des caps, floors, collars et 

options asiatiques sw taux &inter&. Now avions utilists systtmatiquement l'univers forward 

- neutre et les formules de El Karoui et Geman pow tvaluer les produits a paiements difftrts. 

Nous utilisons a nouveau dans cet article la meme m6thode pow 6valuer quelques autres 

options exotiques' sw taux &inter&. Les options que now envisageons ici, sont souvent a la 

base des produits structwts. Ces produits tiennent compte des cows pasds et permettent de 

garantir une valew planche augmentte de revenus indexes sur 1'6volution d'un ou de 

plusiews sous-jacents. Dans cet article nous now inttressons plus particuli&rement aux titres 

de type couloir ou "Range Notes" en anglais. Turnbull (1995) en a propost une valorisation 

cependant l'approche que nous suivons ici est difftrente et plus genkrale. L'article est 

compost de la faqon suivante : le premier paragraphe rappelle le modkle de taw choisi et le 

second &die la valorisation des options digitales, double digitales et les titres a taux flottant 

borne dont les obligations corridors ou les obligations couloir sont de ce type. 

I MODELISATION CHOISIE POUR LA STRUCTURE DES TAUX 

Dans ce paragraphe nous precisons le modkle de taux que nous considtrons et nous 

rappelons quelques definitions. 

Une obligation coupon-zero est un titre financier versant sOrement a une Cchtance 

fixee au dtbut de sa vie un seul flux monttaire, normalise, par convention a une unite 

monktaire. Avec le passage du temps, I'tcheance se rapproche et on appelle maturitt la dwee 

de vie risiduelle. Nous notons P(t,s) (avec s 2 t) la valew a la date t d'un coupon-zero 

d'bheance s. On dtfinit le rendement A I'tcheance, Y(t,s), par : 
1 

Y(t,s) = --ln(P(t,s)). Pow t fix6 et T variable Y(t,T) dtcrit une cowbe appelte courbe 
s- t  

des taux. On parle egalement de structure par terme des taux &inter& (STTI). On dtfinit 

Bgalement les taw, R(t,T), au comptant pow l'tcheance T, encore appelts taux actuariels, a 

hide de la relation : P(t,T) = 
1 

(1 + R(~,T) )~- '  

On dtfinit awsi un taux proportionnel p pow la periode [t,T] par : 

'Nous qualifions d'option exotique tout actif conditionnel n'ayant pas les caracteres d'une option europeenne 
ou d 'une option am6ricaine standard. 



Le taw A terme implicite, A l'instant t, pour la pkriode [TI ,T2] not6 @(t; TI ,T2) est dkfini par: 

notons que : 

Le taw terme instantank est dkfini, lorsque la limite existe, par : 

f(t.T) = :E@(~,T,T~) 

On obtient facilement les rksultats importants suivants : 

Ainsi la connaissance du prix des kro-coupon, des taux de rendement, ainsi que des taux a 

terme peuvent se deduire les uns des autres et permettent 1'6tude de la STTI. 
On dkfinit le taux instantank, ou taw sans risque, not6 r(t), par : 

On notera que cette dkfinition implique que ce taux n'est pas observable car r(t) est une 
lirnite de tam. Nous notons 6(t) la fonction : 



que nous appelons parfois et abusivement fonction d'actualisation et de fapon plus generale 

nous notons : 

Modble de taux 

De fqon classique nous considkrons que I'incertitude est represenee par l'espace filW: 
(Q, (Ft ), lT) ou L? est l'espace fondamental usuel, {Ft) (t > 0) est la filtration representant, 

en pratique, l'information disponible en t, n designe la mesure de probabilite historique. 

Parmi les approches possibles de l'etude de l'equilibre des t a u ,  nous retenons le modele c i  un 

alea avec une structure de volatilite dkterministe, i.e, nous supposons que le prix du coupon- 

zero verifie l'kquation differentielle stochastique : 

p(t,T) est le rendement instantane espere du coupon-zero sous n, o(t,T) est la structure de 
volatiliti sous n et z est un Il -Ft mouvement brownien. En l'absence d'opportunite 

d'arbitrage, on sait qu'il existe un processus h(r,t), appele prime de risque, qui est tel que : 

p(t,T) = r(t) + h(r, t)o(t,T) 
En utilisant le theoreme de Girsanov, on peut changer la derive de l'EDS , de telle sorte que 

l'on puisse ecrire : 

2 est un brownien sous Q dkfini par : i(t) = z(t) - h(r,u)du. I 
Ce thkortme permet de changer d'univers : on passe de l'univers historique (Q, {Ft], ll) a 
l'univers d'evaluation (Q, {Ft), Q) ou Q est la nouvelle mesure de probabilite, definie 

techniquement dans le theoreme de Girsanov. Plus prkcisement, la mesure Q est definie par 

: - = exp{ h(r, t)dz - t)dt]. Elle contient de f a ~ o n  implicite les primes de risque, 
dQ IT dl7 

ce qui fait qu'en esperance le rendement instantane de tout coupon zero est Cgal au taux de 
dP 

l'actif sans risque (EQ(-) = rdt). Ceci justifie le nom de probabilitk risque-neutre. Un 
P 

resultat fondamental de theone financibre assure que dans l'univers risque-neutre, et en 

absence d'opportunitt d'arbitrage, (AOA), les processus de gain d'un actif financier (cours 

plus revenu) actualises au taux de l'actif sans risque, sont des Q-martingales . C'est l'un des 



rksultats que nous allons systhnatiquement utiliser dam cet expod. On a donc, en particulier 

la trbs importante relation : 

P(t,T) =  ex ex^- j!(u)du / FJ= EQ[8(t,T) / F,]. C'est P(t,T) qui constitue en fait la 

veritable fonction d'actualisation. Nous supposons dans cet article que la structure de 
volatilite, o(t,T), est ddterministe, ce qui entraine que nous nous situons dans un contexte 

gaussien de taux d'interet. Cette hypothbse genante en theorie s'avbre , toutefois, assez 

robuste en pratique. P(0,T) 6tant connu, on obtient aprh integration : 

Compte tenu du fait que P(t,t) = 1 et en ecrivant P(t,t)=P(O,t)exp{ ...), il vient : 

En faisant intervenir un instant v non nkessairement cal6 sur l'origine, on a egalement: 

I1 est donc clair qu'avec ce modble deux elements seulement sont necessaires et suffisants 

pour etudier la structure par BchCance des taux d1int6r6t : la comaissance de la courbe des 

taux a l'instant initial (ou B I'instant courant d'6valuation) et la structure de volatilite. Le 
rendement a l'kheance s'tcrit, aprbs avoir pose z = T - t : 

L'univers forward-neutre 

La probabilite risque neutre est liee a un changement de numeraire : c'est la 

probabilite qui rend martingale le cours (avec son Cventuel revenu curnult) exprime en unite 

de compte d'un actif qui capitalise lFRF au taw r. La probabilite forward-neutre est like a un 

autre changement de numbrake. Prkidment les actifs sont exprim& non plus en francs mais 

en coupon-z6ro d'tchtance donnte. I1 y a donc potentiellement autant de probabilite 

forward-neutres que d'kchCances fixkes. Considkrons le rapport : 



Remarquons d'abord que s'il existait un march6 a terme ayant pour support un dro-coupon 
d'dchthce T, F(t;w,T) serait Ws exactement le prix a terme d'6quilibre associd B un contrat 
conduisant B la livraison en w d'un zero-coupon d'tchkance T. Remarquons ensuite que ce 
prix A terme est lid au t a u  a terme par la relation : 

Compte tenu de l'dquation (2) on obtient apres calculs 

Cette forme appelle une utilisation diiecte du thkoreme de Girsanov qui conduit B ddfinir un 
nouveau brownien 2, qui vkrifie : &, = & + o(s,w)ds. La mesure de probabilitd Q, 

associk a ce brownien s'exprime au travers de sa densitk par rapport Q: 

compte tenu de (1)' on peut h i r e  : 

-- dQw - P(t.w)6(0,t) ; posons 5: = -6(0, t) ; S: est m e  Q-martingale positive 
dQ P(0.w) P(0.w) 

d'esphnce unit& Le prix A terme s'dcrit : 

On en deduit que F(t;w,T) est une Qw martingale. La dynamique de F peut &re obtenue en 
dF 

utlisant le lernme d'It8, il vient : - = - [o(s,T) - o(s, w)Id?,(s). La probabilitk 
F 

w-forward-neutre Q, sur F, est dkfinie par sa densitk : dQ" = q:. Sur Fw cette densitd 
dQ 



X(t) est F, mesurable et Etant donnt un processus de prix X(t), son prix a terme - 
Wt,w) 

compte tenu des propriktes de S: le theoreme de changement de probabilite dans les 

esptrances conditionnelles s'ecritz : 

On obtient alors le resultat trks important : a I'tquilibre les prix a terme sont des Q, 

martingales. Rtsultat que I'on peut dkcliner sous les formes suivantes : 

Dans l'univers t-forward-neutre la valeur d'un coupon- zero se rkecrit : 

d'ou : 

Compte tenu du choix d'une structure de volatilitt dtterministe, on obtient : 

* Cf. Michael Dothan. Prices in fmancial markets. Oxford University Press (1990) p.288. Consulter Cgalement 
R.A Dana et M.Jeanblanc- Picque (1994) p 170 et 17l.pour la prksentation de l'univers forward-neutre. 



1 1  
EQ, [Y(t,T)I= $(O;t,T) +- 2(T - (I j o [ o ( u 9 ~ )  - du.t)l2du (5) 

1 
VxQ, [Y(t,T)I = - (T - t)2 ji[o(u9'U-~(~.t)12du = VaQIY(f.T)l = Van[Y(t.T)l. (6)  

Les variances sont identiques dans les univers, historique, risque-neutre et forward-neutre. 

Dam le cas de l'evaluation de produits sur taux flottants il est frkquent de prendre en 

considkration le decalage entre la date de paiement des coupons et la date de rkvision du 
taux. Appelons h ce dkcalage. On a, par exemple, en t le paiement de la s o m e  :Y(t-h, t-h+0) 

oh 0 designe le terme (la maturite) du taux de rkference. I1 est donc nature1 d'introduire le 
Brownien it-, dkfmi par &,_, = di  + o(u, t - h)du. 

Un calcul kvident conduit a : 

- f @u, t - h + 0) - o(u, t - h)] [o(u, t) - o(u, t - h)]du 

L'intkrt de cette expression est d'exprimer le rendement A l'kchkance Y(t-h,t-h+0) a l'aide du 
brownien 2,. Ceci permet d'kvaluer facilement et rapidement certains produits financiers a 

paiement diff6re . Avec une structure dkterministe, il vient : 

Ce resultat est a la base de l'kvaluation de trks nombreux produits derives de taux d'interh, en 

particulier de la valorisation de ceux a taux flottants (El Karoui et Geman (1991,1993)). 

C'est l'un des rksultats majeurs sur lequel nous nous appuyons dans cet article. Les intkgrales 

suivantes intewiennent trks frequement cornme calculs intermkdiaires dam l'kvaluation des 

produits financiers que nous considkrons ici 



. Dans le cas d'une structure de volatilitt lintaire , on a les risultats suivants 

I ~ ( ~ , T , T  ) = 0 2 ( ~  -T)'(T - t) 

J(t,T,T ) = aZ0[T -T][T - t] 

K(~,T,T ,T*) = 02[T *-T ][T- T][T- t] 

. Dans le cas d'une structure de volatilitt exponentielle, on a les rtsultats suivants : 

- t)) 1 - exp{-a(T -T)) I ~ ( ~ , T , T  ) = - 
2 I a I 

On peut definir le taw forward tgalement cornrne rendement a I'tchtance d'un coupon-ztro 

forward not6 provisoirement yf(t, T*,T) avec t I T I T*. On a ainsi : 



Avec le mod6le de taux retenu, on a : 

1 
+ r,_r,J0io(u,~2) - o ( u , ~ ~  )I&AU) 

Dam Ies applications il est assez frequent d'utiliser I'univers Q,, forward-neutre, on a : 

d'ou l'on d6duit : 

11 DIGITALES, DOUBLE DIGITALES, ET OBLIGATIONS A COULOIR 

Nous etudions dans ce paragraphe la valorisation des options digitales, double 

digitales et les titres a taw flottant borne dont les obligations corridors ou les obligations 

couloir sont de ce type 



Les options digitales 

Ces options ont pour support un taw variable proportionnel de maturitk 0. Elles sont de type 

europ6en et leur solde a l'kcheance est kgal a un si le taux de rkfkrence est supkrieur a une 

borne fixee a priori, et a dro ,  sinon. Nous analysons successivement le cas oh le paiement se 

fait a l'kcheance T de l'option et le cas oh le paiement est diffkrk a la date TI.  Nous notons t 

l'instant courant que nous considkrons comme date d'kvaluation (t 5 T I TI ) et CD(t,T, 0, 

k) la valeur de cette option en t. Le C signale que l'on appelle parfois call digital une telle 

option. Rappelons que l'on a par dkfinition du taux proportionnel p : 

donc : 

p(T,T + 0) > k w 0Y(T,T + 0) > ln(1 + k0) 

A I'echkance T de l'option on a donc3 : 

CD(T,T,0,k) = l,,T,T+,,,k. 

Puisque dans I'univers T-forward-neutre les prix T-forward sont des QT martingales on a 

CD(t,T,'%k) = P(t,T)EQ, tl,(,T+e),k IF,) 

' 1 A dksigne la fonction indicatrice de l'dvknement A. 
N(x) est la valeur en x de la fonction de rkpartition de la loi normale standard N(0,l). 



Nous avons dkja calculC ces valeurs dam le cas W a k e  et exponentiel. Remarquons que I'on 

P(t T) peut exprimer 0$(t;T,T + 0)sous la forme : B@(t;T,T + 0)= In - donc : 
P(t,T + 0) ' 

Dans le cas d'un paiement differ6 en TI on a : 

Notons que si T =TL on retrouve la formule de valorisation d'une digitale non retardte. En 

effet, en ce cas J(t,T,T,) = 0. Remarquons Bgalement que le calcul peut &re conduit 

uniquement en terme du cours de zero-coupon. En effet : 

Le calcul du call non retard6 s'ecrit donc : 

CD(t,T,0, k) = QT [P(T,T + 0) < K] 

Le calcul peut se poursuivre en utilisant I'expression du prix du coupon zero dans I'univers 

T-forward neutre (Cf. p 7) et bien entendu on retrouve la formule (8). 

Les options double digitales 

A partir des options digitales on peut considtrer des options europCennes dont le solde A 

1'CchCance T est Cgal a un si le t aw proportionnel de reference est compris entre dew bornes 

m et M fixees a priori (m < M). Le profi1 a I'echeance est represente sur la figure 1. I1 est 



clair que l'on peut exprimer ce solde sous la forme : I,,, -I,,, ou I,,, -I,,,, c'est-a-dire 

sous la forme de la difference d'options digitales. Nous considtrons que le paiement du solde 

est effectue en TI (TI 2 T) et now appelons double-digitales ces options dont nous notons 

dd la valeur. On a donc : 

dd(t,T,Tl,0,m,M)=~6(t,~,~l,0,m)-~@t,~,~l,0,~) (10) 

Les options h paiement contingent 

Une autre extension inunuiate des options digitales sont les options a paiement contingent. 

Leur solde h l ' k c h h e  T est egal a P(T,TI) si le taux de reference est strictement suptrieur a 

une borne k. Nous notons CP(t,T,TI, q, k) leur prix en t. 

CP(T,T,Tl,0, k) = P(T,Tl )l,(T.T+O),k 

ce qui s'krit apds calculs : 

Si TI = T on a une option digitale simple et on retrouve la formule (8) (en effet I(t,T,T)=O). 

En outre, pour notre modble, on a : J(t'T'T1) = I(~,T,T,) il en rksulte que 
I(t,T,T+0) 

CP(t,Tl,O,k) = c f i ( t , ~ , , ~ , k ) .  Ce dsultat n'est pas 6to-t car le paiement retarde en TI du 

call digital correspond tr6s exactement payer le call a paiement contingent en T. On peut 

dgalement considerer des options doubles. Notons dCP leur valeur. Elles ont un solde ti 

l ' k h h c e  ddfmi par : 

dCP(T,T,Tl,0, m,M) = P(T,T, )l,,p,T,T+O,,M 

donc : 

dCP(t,T,Tl,0,m,M)=CP(T,Tl,9,m)-CP(T,Tl,0,M)=dd(t,T,T,,0,m,M) (12) 



Dans son article Turnbull (1995) n'utilise pas l'univers forward-neutre et prend appui sur les 

options a paiement contingents pour Cvaluer les titres couloirs. Ici notre approche est tres 

differente. Now la considkons cornme plus simple et plus rapide, en outre elle permet de 

parambtrer la structure de volatilitk et de donner des formules utilisables ii la fois pour le cas 

lin6aire et le cas exponentiel. 

Les titres couloirs 

Un couloir ou corridor est un titre qui verse un coupon dont la valeur depend ii la fois d'un 

taux variable de rkference et du nombre de jours que ce taw est rest6 B l'intkrieur d'une 

bande ou couloir fix6 a l'avance. Pour prkciser davantage nous considkrons un titre 

d'echkance TN dont le versement le plus recent s'est effectuk en To et dont les versement 

suivants se feront en Tj+, (i=O, ..., N-1). Ces versements sont calculks sur la base d'un taw 

proportionnel de rdfdrence relev6 en Tj et du nombre de jours, H(T,,Tj+,), durant lesquels le 

taux est rest6 dans le couloir durant [T,,T,+,]. Nous considkrons que les paiements a w  dates 

Tj sont : 

Aj est un spread de taw rajout6 au taw proportionnel p. ND dksigne le nombre de jours dans 

l'annee et T, + i  le ieme jour aprts la date Tj. Nous cherchons B dvaluer ce titre en t 

(To I t <TI) et nous distinguons la @node [To,TI] des @rides [Tj,T,+,]. En effet, durant la 

premibre @ride le taux de refkrence est comu en t, ce qui ne sera plus le cas pour les autres 

#nodes. Nous notons m(T, + i) et M(To + i) le couple dkfinissant l'intervalle filtre et no le 

nombre de jours entre t et TI. On a donc cornme valeur ii 1'6ch6ance de ce titre limitk B la 

premiere @nodes : 

La valeur d'kquilibre en t est donc : 

L.Assoun, C.Chaussade et D.Khougazian (1994) ont dvalud, dans le cas d'une structure de volatilit6 lintaire 
des titres de ce type. 



Le terme gtnerique dans la somme correspond exactement au solde A 1'echCance d'options 

double digitales avec paiement differ6 en TI, les autres tlements intervenant dam I'esperance 

sont dkterministes, il en rksulte que : 

L'Cvaluation pour les periodes suivantes est plus dificile du fait de l'ignorance dans laquelle 

on est en t de ce que seront les t aw futurs en general et des taux de reference en particulier. 

Le paiement verse en Tj+, par ce titre est : 

POSO~S : Tj' = T, + 0, ; Tji = Tj + i ; T,,' = T,, + 0, 

n, designant le nombre de jours entre TI et Tj+l, on a : 

La valeur d'kquilibre en t, correspondant a ce flux que nous appellerons couloir elkmentaire 

sur [T,,T,+,] est : 



Le calcul un peu delicat est celui de : 

I1 conduit B calculer d'abord des expressions du type : 

qui s'ecrivent aprks developpement : 

La premikre esptrance s'bcrit aprks calculs : 

avec : 

La seconde: 

[l~p[~jY(T~,T,,t))>I+~,rn(T,,)] = QTrI [ejy(TjiiTjii > In(' +ejm(Tji)] 

expression d'un type que nous avons dqa calcule, en fait il est plus interessant de la 

regrouper avec les termes en A pour faire apparaitre une option double digitale. En effet 

l'espdrance clans (1 5 )  est de la forme : 



I1 est clair que dam la seconde espkrance apparait le solde a I '6cheance d'une option double 

digitale exergable en TI,. En utilisant les resultats precedent on peut Ccrire la valeur 

d'equilibre du couloir Clementaire sous la forme : 

Le titre couloir en valeur d'kquilibre en t s'ecrit donc : 

CONCLUSION 

Nous avons obtenu, a I'aide du modttle linkaire gaussien a un alCa, des formules 

explicites pour les options digitales, double-digitales, avec paiement retarde et tvaluC une 

obligation couloir. Dam ce dernier cas, la formule d'Bvaluation est un peu plus longue que la 

formule des digitales mais elle est tout a fait exploitable et now I'avons presentee de faqon 

parametrable, au sens informatique du terme, de telle sorte qu'il est possible d'utiliser un 

modttle avec une structure de volatilitt IinCaire aussi bien qu'exponentielle. I1 n'est pas 

surprenant que I'on obtienne des solutions fermees car les structures a volatilites 

deterministes conduisent it des taux gaussiens. Now avons B nouveau remarque tout I'intMt 

d'un recours systematiques aux univers forward neutre et la trtts grande efficacite des 

formules permettant une analyse aisCe des instruments a paiement retarde. Le prolongement 

de cette etude potmait se faire a la fois sur le plan empirique : en confiontant les formules 

d'evaluation obtenues avec les donndes de marche, sur le plan thkorique en utilisant des taux 



non gaussiens. Enfin il serait intdressant d'approfondir I'analyse des titres couloirs et 

envisager, leur mode de cotation, leurs extensions, ainsi que leurs couverhues. 
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