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Résumé :

Dans cet article nous évaluons quelques options exotiques sur taux d’intérét, en particulier des options digitales,
double-digitales et des obligations couloirs.

Mots-clés :

finance en temps continu, arbitrage, martingale, probabilités risque-neutre et forward-neutre, option sur taux
d'intérét, digitales, double digitales, obligation & couloir, produits dérivés.

INTRODUCTION

Le recours & "utilisation des produits dérivés financiers est devenu de plus en plus
fréquent et ce, en dépit d’une certaine désaffection en 1995. Bien que les principaux contrats
des marchés organisés ou de gré a gré soient concentrés sur des instruments futures ou
forward, les pratiques financiéres des trésoriers et gérants de portefeuilles se sont enrichies de
techniques de couverture ou d’investissement s’appuyant sur les options. Fort de ce succés,
le processus d’innovation financiére s’est accéléré 4 la fin des années 1980 et a livré une
large gamme d’options sur taux répondant a des besoins spécifiques et trés variés. Mais des
faillites retentissantes, une certaine opacité des dérivés et une relative étroitesse du marché
ont nui & la réputation de ces instruments. L’affaire Barings en 1995 et la perte en 1994 de
157 millions de dollars par la firme Procter et Gamble dans une opération de swap de taux
d’intérét ne peut qu’inciter a la réflexion sur leurs usages.

L’appréhension des risques de ce type de produits financiers dépend implicitement du
modéle choisi pour décrire I’évolution du sous-jacent. Dans des travaux précédents nous
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avions, a I’aide du modéle linéaire gaussien & un aléa, cas particulier du modele de Heath,
Jarrow et Morton, obtenus des formules explicites pour valoriser des caps, floors, collars et
options asiatiques sur taux d’intérét. Nous avions utilisés systématiquement 1’univers forward
- neutre et les formules de El Karoui et Geman pour évaluer les produits a paiements différés.
Nous utilisons & nouveau dans cet article la méme méthode pour évaluer quelques autres
options exotiques! sur taux d’intérét. Les options que nous envisageons ici, sont souvent a la
base des produits structurés. Ces produits tiennent compte des cours passés et permettent de
garantir une valeur planché augmentée de revenus indexés sur I'évolution d’un ou de
plusieurs sous-jacents. Dans cet article nous nous intéressons plus particuliérement aux titres
de type couloir ou "Range Notes" en anglais. Turnbull (1995) en a proposé une valorisation
cependant I'approche que nous suivons ici est différente et plus générale. L’article est
composé de la fagon suivante : le premier paragraphe rappelle le modéle de taux choisi et le
second étudie la valorisation des options digitales, double digitales et les titres & taux flottant
borné dont les obligations corridors ou les obligations couloir sont de ce type.

I MODELISATION CHOISIE POUR LA STRUCTURE DES TAUX

Dans ce paragraphe nous précisons le modéle de taux que nous considérons et nous
rappelons quelques définitions.

Définitions

Une obligation coupon-zéro est un titre financier versant sirement & une échéance
fixée au début de sa vie un seul flux monétaire, normalisé, par convention & une unité
monétaire. Avec le passage du temps, I'échéance se rapproche et on appelle maturité la durée
de vie résiduelle. Nous notons P(t,s) (avec s 2 t) la valeur & la date t d'un coupon-zéro
d'échéance s. On définit le rendement & l'échéance, Y(t,s), par:

Y(t,8)= —S—itln(P(t,s)). Pour t fixé et T variable Y(t,T) décrit une courbe appelée courbe

des taux. On parle également de structure par terme des taux d'intérét (STTI). On définit
également les taux, R(t,T), au comptant pour I'échéance T, encore appelés taux actuariels, a

l'aide de la relation : P(t,T) = ——————
(1+R(t,T))

On définit aussi un taux proportionnel p pour la période [t,T] par :

p(LT)= ;{—t[exp{ﬂ —OY(LT) 1]

INous qualifions d’option exotique tout actif conditionnel n’ayant pas les caractéres d’une option européenne
ou d "une option américaine standard.
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Le taux 4 terme implicite, & I'instant t, pour la période [T1,T2] noté ¢(t; T1,T2) est défini par:

(T, -9YQT)-(L-0Y®T) _ 1 PLT)

t,T,T,) =
ot T.) T,-T, T,-T, P(tT,)

notons que :

TY(0,T) - tY(0,¢)

0(0;t, T)= —,

et:

6(0;t,T) = In POY

1
T-t P@OT)

Le taux 4 terme instantané est défini, lorsque la limite existe, par :

f(6,T) = lim ¢(t, T, T,)

On obtient facilement les résultats importants suivants :

£(t,T) = _olnP(ts) |

ds
Y(t,T)=In(1+R(,T)) ou: R(tT)=e" " -1
Y T) = —— [Tt udu
H P

f(t,T)=Y(t,T)+(T- t)-all;&:r—l

T
P(t,T) = expi{{ 1(t,w)du}

Ainsi la connaissance du prix des zéro-coupon, des taux de rendement, ainsi que des taux a
terme peuvent se déduire les uns des autres et permettent I'étude de la STTL
On définit le taux instantané, ou taux sans risque, noté r(t), par :

! InP(t, T)] = 1limY(t,T)
-t Tt

A
r(t)=lim{~ T

On notera que cette définition implique que ce taux n'est pas observable car r(t) est une
limite de taux. Nous notons §(t) la fonction :

A t
8(t) =exp{—j0 r(u)du}
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que nous appelons parfois et abusivement fonction d'actualisation et de fagon plus générale
nous notons :

A 1
&(s,t)=exp{— L r(u)du}
Modéle de taux

De fagon classique nous considérons que l'incertitude est représentée par I'espace filtré:

(€, {Ft }, IT) ou Q est 'espace fondamental usuel, {Ft} (t 2 0) est la filtration représentant,
en pratique, l'information disponible en t, [] désigne la mesure de probabilité historique.
Parmi les approches possibles de I'étude de I'équilibre des taux, nous retenons le modele a un
aléa avec une structure de volatilité déterministe, i.e, nous supposons que le prix du coupon-
zéro vérifie l'équation différentielle stochastique :

% = W(t,T)dt - o(t,T)dz

Ww(t,T) est le rendement instantané espéré du coupon-zéro sous [], o(t,T) est la structure de
volatilité sous [] et z est un IT -Ft mouvement brownien. En l'absence d'opportunité
d'arbitrage, on sait qu'il existe un processus A(r,t), appelé prime de risque, qui est tel que :

(L, T) = r(t) + Ar, t)o(t, T)

En utilisant le théoréme de Girsanov, on peut changer la dérive pu de I'EDS , de telle sorte que

l'on puisse écrire :

% =r(t)dt — o(t,T)dZ ¢))

t
ol Z est un brownien sous Q défini par : Z(t) = z(t) — J}.(r,u)du.
o

Ce théoréme permet de changer d'univers : on passe de l'univers historique (€, {F¢}, IT) &
l'univers d'évaluation (Q, {Ft}, Q) ol Q est la nouvelle mesure de probabilité, définie
techniquement dans le théoréme de Girsanov. Plus précisement, la mesure Q est définie par
: % = exp{‘[)T Ar,t)dz - %J:}f (r,t)dt}. Elle contient de fagon implicite les primes de risque,

ce qui fait qu'en espérance le rendement instantané de tout coupon zéro est égal au taux de

I'actif sans risque (Eo(gl'?)= rdt). Ceci justifie le nom de probabilité risque-neutre. Un

résultat fondamental de théorie financiére assure que dans l'univers risque-neutre, et en
absence d'opportunité d'arbitrage, (AOA), les processus de gain d'un actif financier (cours
plus revenu) actualisés au taux de l'actif sans risque, sont des Q-martingales . C'est I'un des
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résultats que nous allons systématiquement utiliser dans cet exposé. On a donc, en particulier
la trés importante relation :

T
P(t,T)=EQ[cxp—J:r(u)du/F,]= Eo[8(t,T)/F,]. C'est P(t,T) qui constitue en fait la
véritable fonction d'actualisation. Nous supposons dans cet article que la structure de
volatilité, o(t,T), est déterministe, ce qui entraine que nous nous situons dans un contexte
gaussien de taux d'intérét. Cette hypothése génante en théorie s'aveére , toutefois, assez
robuste en pratique. P(0,T) étant connu, on obtient aprés intégration :

t t N 1 t 2
PAT) = P(O,T)exp{ I r(u)du -J o, THz(w) - 5 J' o*(u, T)du
o 0 o 1y

Compte tenu du fait que P(t,t) = 1 et en écrivant P(t,t)=P(0,t)exp{...}, il vient:

P(0,T)

P, T)=——— PO.D

t R t
p{ J' ~(o(u,T) - o(u,1)d2(w) - %j’ @ T) - 0'2(u,t))du}
0 0

n fai intervenir un instant v non nécessairement calé sur l'origine, ¢ :
En faisant interveni tant éc t calé sur l'origine, on a également:

P(v,T)

PtD=350

=L lexp(- j(c(u T) - o(u, t)dz(u)-—j (6%(u,T) - 62(u,t))du}

11 est donc clair qu'avec ce modéle deux éléments seulement sont nécessaires et suffisants
pour étudier la structure par échéance des taux d'intérét : la connaissance de la courbe des
taux A l'instant initial (ou a l'instant courant d'évaluation) et la structure de volatilité. Le
rendement & I'échéance s'écrit, aprés avoir posé T=T-t:

t . t
YET) = 0:T) + - j (o, T) - olu,0)dz(u) + Lj @ T) - 6(u,0)du
th 2ty

L'univers forward-neutre

La probabilité risque neutre est liée 4 un changement de numéraire : c’est la
probabilité qui rend martingale le cours (avec son éventuel revenu cumulé) exprimé en unité
de compte d’un actif qui capitalise 1FRF au taux r. La probabilité forward-neutre est liée 4 un
autre changement de numéraire. Précisément les actifs sont exprimés non plus en francs mais
en coupon-zéro d’échéance donnée. Il y a donc potentiellement autant de probabilité
forward-neutres que d’éché€ances fixées. Considérons le rapport :
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P(t,T)
P(t,w)

Remarquons d’abord que s’il existait un marché a terme ayant pour support un zéro-coupon

F(t;w,T):= 0<t<wsT

d’échéance T, F(t;w,T) serait trés exactement le prix & terme d’équilibre associé a un contrat
conduisant 4 la livraison en w d’un zéro-coupon d’échéance T. Remarquons ensuite que ce
prix a terme est lié au taux & terme par la relation :

o(t;w,T) =~ 1 InF(t;w,T)
T-w

Compte tenu de I’équation (2) on obtient aprés calculs :

PO.T

FE% D= 50w

cxp{—I [6(s,T) — o(s, w)][dZ(s) + G(s, w)ds] ——J[c(s,T) o(s, w)J*ds}

Cette forme appelle une utilisation directe du théoréme de Girsanov qui conduit a définir un
nouveau brownien Z, qui vérifie : dZ, = dZ+o(s,w)ds. La mesure de probabilité¢ Q,

associée & ce brownien s’exprime au travers de sa densité par rapport a Q:

dQ . 1,
— W - — dz -

Q mtp{j0 -o(s, w)d(s) 5 J; o’(s,w)ds}

compte tenu de (1)’ on peut écrire :

d(%" :(((t) W)) 8(0,t) ;  posons ¢ = P(((t) W)) 8(0,¢) ; ¢ est une Q-martingale positive

d’espérance unité. Le prix a terme s’écrit :

P0,T)

F(t,w,T) = PO.W)

LIV j [0(s,T) = (s, W)}z, (5) - = j [o(s, T) — (s, w)]ds}

On en déduit que F(t;w,T) est une Q,, martingale. La dynamique de F peut étrre obtenue en
utlisant le lemme d'Itd, il vient : -d—:- =— [o(s,T) - o(s,w)}dZ,(s). La probabilité
dQ, _

‘w-forward-neutre Q,, sur F, est définie par sa densité : aQ

4Q, _ 3(0,w)
dQ PO,wW)

¢¥. Sur F,, cette densité

s’écrit :
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X(t)
P(t,w)
compte tenu des propriétés de ¢ le théoréme de changement de probabilité dans les

Etant donné un processus de prix X(t), son prix a terme est F; mesurable et

espérances conditionnelles s’écrit? :

X(t)
X EQ[WQ' /F’]
E, [ /Fs]= — s<t
*| P(t,w) Eg[cr/E]
X1 _w
o Q[P(t,w)gt /Fs]=E[X(t)8(t)/Fs]= XO)  4onc: E [X(t) F]= X@)
Eqlcr/E] P(s,w)3(s)  P(s,w) | P(t,w) ‘| P(s,w)

On obtient alors le résultat trés important : 4 ’équilibre les prix a terme sont des Q,,

martingales. Résultat que 1’on peut décliner sous les formes suivantes :

X(t)
X P E, /F,
(s)=P(s,w) [P( w) ]
X(s) = Eg[8(s,w)/F,IEq_ [P)((t(tv)v) /E]

Nous utilisons fréquemment la forme :

X(s)=Eq[8(s,w)/EJE,_[X(W)/F]=P(s,w)Eq_[X(W)/F]

Dans l'univers t-forward-neutre la valeur d'un coupon- zéro se réécrit :

P(0,T)

P(t,T) =m'

t a

eXp{ j —( 660, T) — o(u,)dn(u) - —j [0, T) - o, 0)] du}
(1]

d'ou:

j [6(u,T) - o(u,t)Pdu(4

4Ty —— ' - 5
YD) =00t T+ [[o(, 1)~ o(u,0]d2, () + 5 =—— 2(T

Compte tenu du choix d'une structure de volatilité déterministe, on obtient :

2 Cf. Michael Dothan. Prices in financial markets. Oxford University Press (1990) p.288. Consulter également
R.A Dana et M.Jeanblanc- Picqué (1994) p 170 et 171.pour la présentation de 1’univers forward-neutre.
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1
2T-1v)

[[16(u,T) - 0,0 du = Var [Y(t, )] = Varg[YE T)L.  (6)

Eo [Y(t.T)]=(0;t,T) + [o.T) - 6w, du )

Varg [Y(t,T)] = ﬁ
Les variances sont identiques dans les univers, historique, risque-neutre et forward-neutre.
Dans le cas de I'évaluation de produits sur taux flottants il est fréquent de prendre en
considération le décalage entre la date de paiement des coupons et la date de révision du
taux. Appelons h ce décalage. On a, par exemple, en t le paiement de la somme :Y(t-h, t-h+8)
ou 8 désigne le terme (la maturité) du taux de référence. Il est donc naturel d'introduire le
Brownien z,, défini par dZ_, =dZ+ o(u,t—h)du.

Un calcul évident conduit & :

Y(t-h,t—h+8)=¢(0;t—h,t— h+6)+%j(:[3(u,t —h+8)—6(u,t ~ h)Jdz,(u)

- %Jgﬂ’(“f‘ -h+8)-o(u,t—h)] [6(y,t) - 6(u,t - h)]du @y
+ 2—19 ;-h[c(u,t —h+6)-o(u,t —h)Jdu

L'intérét de cette expression est d'exprimer le rendement a I'échéance Y(t-h,t-h+0) a I'aide du
brownien Z,. Ceci permet d'évaluer facilement et rapidement certains produits financiers a

paiement différé . Avec une structure déterministe, il vient :

EQI[Y(t—h,t—h+9)]=¢(0;t—h,t—h+0)+gVar[Y(t—h,t—h+9] Sy

—hCov[Y(t—h,t —h+8),Y(t - h,t)]

var, [Y(t—h,t —h+8)]=var,[Y(t - h,t —h+0)] = var,[Y(t —h,t —h +6)] 6y

Ce résultat est & la base de I'évaluation de trés nombreux produits dérivés de taux d'intérét, en
particulier de la valorisation de ceux a taux flottants (El Karoui et Geman (1991,1993)).
C'est I'un des résultats majeurs sur lequel nous nous appuyons dans cet article. Les intégrales
suivantes interviennent trés fréquemment comme calculs intermédiaires dans I’évaluation des
produits financiers que nous considérons ici

P(,T,T )= I [6(u.T )= o(u, T)Pdu
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JU,T,T )= J.EG(U,T +0) - o(u, T)][6(u,T )~ o(u, T)ldu

Kt T,T,T*) = IEO’(U,T*) -6(u,T)Hl[6(u,T)-o(u,T)ldu

. Dans le cas d’une structure de volatilité linéaire , on a les résultats suivants :
P(t,T,T)=6*(T -T)(T-1)
I T, T)=0%9[T -TI[T -t}

K(t,T, T, T*) =0’ [T*-T[T-T T-t¢]

. Dans le cas d’une structure de volatilité exponentielle, on a les résultats suivants :

1-exp{-2a(T - t)}][l — exp{-a(T -T)}]2

2
Iz(t,T,T')=c—|:
2 a a

JOT.T )= 0_2[1 —exp{~2a(T - t)}]l:l —exp{-a(T —T)}][l - exp{—ae}]

2a a a

2
K T,T,T*) = (%) [exp{-aT } - exp{-aT*}]exp{-aT'} - exp{—aT}][Maﬂ]

2a

On peut définir le taux forward également comme rendement a 1'échéance d'un coupon-zéro
forward noté provisoirement Y(t, T*,T) avec t < T < T*. On a ainsi :

exp{~(T *-T)Y'(t, T*T)} = P'(t, T*;T)
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. (T * —TYY (£ T+-T1 — PET)

u : exp{—(T*-T)Y (t, T*;T)} —P(t,T)

(T*=-)Y(t, TH) - (T -)Y(t,T)
T*-T

soit : Y'(t,T*;T)= =¢(t; T, T*)

Avec le modéle de taux retenu, on a :
o(t; T, T,) = (0, T,, T, )

2(T—T) I [6(u,T,) +6(u, T,) ~ 26(u, O)][6(u, T,) - o(u, T, )Idu

tioT J.O[O'(u, T,) - 6(u, T, )}z, (u)

Dans les applications il est assez fréquent dutiliser ['univers Qy, forward-neutre, ona:

ALT,T,) =¢<0;n,Tz>+2(T—T) j (6(u,T,) - 6(u, T, *du

- [foT) - o Tz,

d'ots l'on déduit :

Eq 0T, T,) =6(0; T, T,) + J[G(u T,) - o(u,T,)*du

2(T -T)

var(tT, T,) = WI[G(uT) 6(u,T )P du

Eqp 0T, T,)= ¢(O;T1,T2)+@var¢(t;Tl,T2 )

I DIGITALES, DOUBLE DIGITALES, ET OBLIGATIONS A COULOIR

Nous étudions dans ce paragraphe la valorisation des options digitales, double
digitales et les titres 4 taux flottant born¢ dont les obligations corridors ou les obligations

couloir sont de ce type
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Les options digitales

Ces options ont pour support un taux variable proportionnel de maturité 6. Elles sont de type

européen et leur solde a I’échéance est égal A un si le taux de référence est supérieur & une
borne fixée a priori, et a zéro, sinon. Nous analysons successivement le cas ou le paiement se

fait a I’échéance T de ’option et le cas ol le paiement est différé a la date T,. Nous notons t
I’instant courant que nous considérons comme date d’évaluation (t <T < T, ) et CD(,T, 8,
k) la valeur de cette option en t. Le C signale que ’on appelle parfois call digital une telle

option. Rappelons que 1’on a par définition du taux proportionnel p :
1+ 6p(T, T +06) =exp{0Y(T,T +0)}

ou:

p(T,T+6)= %[cxp{BY(T,T +6)}-1]

donc :
p(T,T+0)>k < OY(T,T+0)>In(l1+k6)

A I'échéance T de I’option on a donc3 :

CD(T.T,8,K) = L1 reopsi

Puisque dans ’univers T-forward-neutre les prix T-forward sont des Q1 martingales ona :
CD(t,T.0.k)= P(t,T)EQT Lo /)

or:

EQT {Lorrs0ok / B} = Q1 [p(T, T +6) > k]

out:

Q([OY(T,T +6)> In(l+6k)] = N[E"r OYCT+9) - lnd+ ek)]

Jvar{eY(T,T +6))

Eo, (0Y(T.T +6)} = 00(;T, T +6)+ % J fc(u,T +8)-o(u, T)*du

3 1, désigne la fonction indicatrice de I’événement A.
4 N(x) est la valeur en x de la fonction de répartition de la loi normale standard N(0,1).
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var{9Y(T,T+6)} = ﬁc(u,T +8)—o(u, T)Pdu

Nous avons déja calculé ces valeurs dans le cas linéaire et exponentiel. Remarquons que 1’on
P(t,T)
P(t,T+9)

lnh—TP(;i——] + %Iz(t,T,T +0)
CD(LT,8,k) = P(t, T)N| PG T +O)A+6k) ®)
LT, T+6)

peut exprimer 8¢(t; T, T +6)sous la forme : 0¢(t;T,T +6)=In donc

Dans le cas d’un paiement différé en Ty ona :

CD(L, T, T,,0,k) = Eg[1 7 1,0 (. T,)/ E]
CD(, T, T,,8,K) = P(t, T,)Eqy [y reapmic/F]
d’olt:

P(1,T)

BT +0)(1+ 0K)
(LT, T+0)

-J(t, T, T)+ %Iz(t,T,T +0)
CD(t,T,T,,6,k) = P(t, T,)N

®

Notons que si T =T, on retrouve la formule de valorisation d’une digitale non retardée. En
effet, en ce cas J(t,T,T,)=0. Remarquons également que le calcul peut étre conduit

uniquement en terme du cours de zéro-coupon. En effet :

1
T.T+8)>k P(T,T+8)<K K=——
p( ) < P( ) [avec 1+6k]

Le calcul du call non retardé s’éerit done
CD(t,T,0,k)=Q; [P(T,T+6)<K]
Le calcul peut se poursuivre en utilisant I’expression du prix du coupon zéro dans I’univers

T-forward neutre (Cf. p 7) et bien entendu on retrouve la formule (8).
Les options double digitales
A partir des options digitales on peut considérer des options européennes dont le solde a

I’échéance T est égal 4 un si le taux proportionnel de référence est compris entre deux bornes

m et M fixées a priori (m <M). Le profil a I’échéance est représenté sur la figure 1. 1l est
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clair que 1’on peut exprimer ce solde sous la forme : 1, ., ~1,.,, ou 1., =1, ,, c’est-a-dire
sous la forme de la différence d’options digitales. Nous considérons que le paiement du solde
est effectué en T; (T; 2 T) et nous appelons double-digitales ces options dont nous notons

dd la valeur. On a donc :
dd(t, T, T,,8,m,M) = CD(t, T, T,,8,m) — CD(t, T, T,,6,M) (10

Les options & paiement contingent

Une autre extension immédiate des options digitales sont les options & paiement contingent.
Leur solde 4 I’échéance T est égal & P(T,T,) si le taux de référence est strictement supérieur a
une borne k. Nous notons CP(1,T,T, q, k) leur prix en t.
CP(T,T,T,,8,k) = P(T, T )L, a5
ou encore, compte tenu de la remarque précédente :
CP(T,T,T;,8,k) = P(T, T )lpr 10<x
Leur valeur en t est donc :
CP(1,T,T,,8,k) = E{P(T, T )Ly 1 1.y (6. T)/E ]
=P(t, T)Eqy, [P(T, T)lpr 10k / F 1

ce qui s’écrit aprés calculs :
n[%%%l’(tjﬁﬂi)
CP(t,T,T,,0,k) = P(t, T,)N > It T,T, 11
(t,T,T,,6,k) = P(t,T)) TLT.T+6) (t.T.T)) amn

Si T, = T on a une option digitale simple et on retrouve la formule (8) (en effet I(t,T,T)=0).
J(LT,T))

En outre, pour notre modéle, on a | ————
I(t,T,T+6)

=I(t, T,T,) il en résulte que

CP(1,T,,8,k)= Cﬁ(t,T,,B, k). Ce résultat n’est pas étonnant car le paiement retardé en T; du
call digital correspond trés exactement & payer le call 4 paiement contingent en T. On peut
également considérer des options doubles. Notons dCP leur valeur. Elles ont un solde a
I’échéance défini par :

dCP(T,T,T,,0,m,M) = P(T, T, 1, ot 740ym

donc :

dCP(t,T, T,,6,m,M) = CP(T,T,,6,m) - CP(T, T,,8,M)=dd (1,T, T;,0,m,M) (12)
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Dans son article Turnbull (1995) n'utilise pas l'univers forward-neutre et prend appui sur les
options & paiement contingents pour évaluer les titres couloirs. Ici notre approche est trés
différente. Nous la considérons comme plus simple et plus rapide, en outre elle permet de
paramétrer la structure de volatilité et de donner des formules utilisables a la fois pour le cas

linéaire et le cas exponentiel.
Les titres couloirs

Un couloir ou corridor est un titre qui verse un coupon dont la valeur dépend a la fois d’un
taux variable de référence et du nombre de jours que ce taux est resté a P'intérieur d’une
bande ou couloir fixé a I’avance. Pour préciser davantage nous considérons un titre
d’échéance Ty dont le versement le plus récent s’est effectué en Ty et dont les versement
suivants se feront en Tjy (j=0,...,N-1). Ces versements sont calculés sur la base d’un taux

proportionnel de référence relevé en T; et du nombre de jours, H(T,T,,,), durant lesquels le

taux est resté dans le couloir durant [T;,T;,,]. Nous considérons que les paiements aux dates

Tj+; sont :
T, T.+6,)+ A,
Vi, = [h%i]ﬂ(nn,) j=0,..,N-1 13)
D

Aj est un spread de taux rajouté au taux proportionnel p. Np désigne le nombre de jours dans
I’année et T;+i le iéme jour aprés la date T,. Nous cherchons & évaluer ce titre en t
(T, St<T,) et nous distinguons la période [To,T,] des périodes [T, T;,,]. En effet, durant la
premitre période le taux de référence est connu en t, ce qui ne sera plus le cas pour les autres
périodes. Nous notons m(T, +1i) et M(T, +i) le couple définissant I’intervalle filtre et n le

nombre de jours entre t et T;. On a donc comme valeur & I'échéance de ce titre limité a la

premiére périodes :

(T, T, +6,) + Al <
V(t,T,;T,,0,) = EQ[M‘ON—O—L[H(T(» t)+ 2 lm(Tn+i)Sp(T°+i,To +it0g )sM(T.H)}S(t’ T ):I

D i=1

La valeur d’équilibre en t est donc :

5 L.Assoun, C.Chaussade et D.Khougazian (1994) ont évalué, dans le cas d'une structure de volatilité linéaire
des titres de ce type.
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[P(T,, T, +8,)+ Al <
V(t,T, ;To,eo) = P(t» T1 )EQ,,, [po—oNo__o H(Tovt) + Zlmﬁ'o +1)SP(Ty +i, Ty +i+84)SM(Ty +i)

D i=1
Le terme générique dans la somme correspond exactement au solde & I’échéance d’options
double digitales avec paiement différé en T), les autres éléments intervenant dans I’espérance

sont déterministes, il en résulte que :

VT, T, T, +8,) = %}M H(T, OP(LT)+ Y dd(, T, +i,86,m(T, + ). M(T, +1)

D i=1

(149

L’évaluation pour les périodes suivantes est plus difficile du fait de I'ignorance dans laquelle
on est en t de ce que seront les taux futurs en général et des taux de référence en particulier.

Le paiement versé en Tj,; par ce titre est :

V(T T, T, T+ 6)) =

[p(T, T,+8)+A]
ﬁ#H(Tj,TjH)

D
Posons: T/=T,;+8; | T;=T;+i ; T,'=T; +6;

n; désignant le nombre de jours entre T; et T;,,ona:

05
H(Tj’Tj+l) = zlm(“rj. )SPCTy,, Ty )SM(T;)
i=1

La valeur d’équilibre en t, correspondant & ce flux que nous appellerons couloir €lémentaire

sur [Tj,Tj+,] est :

[p(T,T,+6,)+A,]
V(T3 T,T; +6)) = EQ[ﬁ-’—’I\I-—QH(Tj,Tj+1 8T, )/ F.]

D

P(t,T;,,)
V(t,T,,;;T, T, +0,) = —NLE'QTM [[p(T,. T, +6) + A H(T,, T, (15)
D
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Le calcul un peu délicat est celui de :
B, [P(T, T, +8)H(T, T, )]
11 conduit a calculer d’abord des expressions du type :
E o [p(TJ.,Tj +8)L,q, .Tﬁ')>m(T,.>]

qui s’écrivent aprés développement :

1 1 1 t
Y EQTM [exper(Tj,Tj )lap(e,.v(T,,.T,,'))>1+ojm(Tj,)]— EQT,.,n [le,(,,(ejyaﬁ,-r,,'))>1+e,.m('1',.i )]}
j

La premiére espérance s’écrit aprés calculs :
t ' -
EQ-,M [expe jY(ijTj )lexp(O‘Y(Tﬂ,Tﬂ' No140,m(T;, )] =

P(t,T)
P(L.T;)

exp{K(t,T;,T;', T,

)+%Iz(t,Tj,ij)}N[x(t,Tj;i,e,.,m(Tﬁ)]

avec |

P(t, T,
' . 1,) +K(tT, T, T,
P(t, T, )(1+6,m(T,))

LT, T,)

¥

x(t, T;31,8;, m(T; ) = It T, Ty ) + {

La seconde:

Ea,,,, [lexp(er(TB ,Tj;))>|+o,mnﬁ>] = QTw [6 jY(TjivTji' )>In(1+ ejm(Tji )]
expression d’un type que nous avons déja calculé, en fait il est plus intéressant de la
regrouper avec les termes en A pour faire apparaitre une option double digitale. En effet

I’espérance dans (15) est de la forme :
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I

—_ J_RJ - t -

~{Bty, [AI =B+ 10,0, ~ IEG,  ([agisen, 1, mts0mty ~ oot 5y opsaucy )
j

I1 est clair que dans la seconde espérance apparait le solde a | *échéance d’une option double

digitale exercable en T,. En utilisant les résultats précédent on peut écrire la valeur

d’équilibre du couloir élémentaire sous la forme :

V(t.T,,;T;, T;+6,) =

1>

P, T,) P(L,T)
N8, P(T)

L)

exp(K( T, T, T, )+ %12(1,'1'1.,'1‘;)}2 {N[x(t,Tj;i,ej,m(Tji )]-N{x(t, T;;i, 6, M(T; )]} +
i=1

1 1. ,
N - 51 4T, T, .0, m, My)

1 =i

(16)
Le titre couloir en valeur d’équilibre en t s’écrit donc :
N-1
Co(t,Ty, Ty) = V(LT Tp, Ty +8,) + 3 V(L T, 3T +6)) an

j=1
CONCLUSION

Nous avons obtenu, a ’aide du modéle linéaire gaussien 3 un aléa, des formules
explicites pour les options digitales, double-digitales, avec paiement retardé et évalué une
obligation couloir. Dans ce dernier cas, la formule d’évaluation est un peu plus longue que la
formule des digitales mais elle est tout a fait exploitable et nous I’avons présentée de fagon
paramétrable, au sens informatique du terme, de telle sorte qu’il est possible d’utiliser un
modéle avec une structure de volatilité linéaire aussi bien qu’exponentielle. Il n’est pas
surprenant que 1’on obtienne des solutions fermées car les structures a volatilités
déterministes conduisent & des taux gaussiens. Nous avons & nouveau remarqué tout 1’intérét
d’un recours systématiques aux univers forward neutre et la trés grande efficacité des
formules permettant une analyse aisée des instruments & paiement retardé. Le prolongement
de cette étude pourrait se faire a la fois sur le plan empirique : en confrontant les formules
d’évaluation obtenues avec les données de marché, sur le plan théorique en utilisant des taux
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non gaussiens. Enfin il serait intéressant d’approfondir ’analyse des titres couloirs et
envisager, leur mode de cotation, leurs extensions, ainsi que leurs couvertures.

Bibliographie

ASSOUN L, CHAUSSADE C et KHOUGAZIAN D., " Obligations structurées : une option
sur I'exotisme", Quants (revue du Crédit Commercial de France), juin 1994.

AUGROS J.C., Les options sur taux d’intérét. Economica, 1989.

BRACE, A. and MUSIELA, M., "A Multifactor Gauss-Markov implementation of Heath,
Jarrow and Morton, Mathematical Finance,2 1994.

BRIYS . E, CROUHY M and SCHOBEL R.,"The Pricing of Default-free Interest Rate Cap,
Floor and Collar Agreements," The Journal of Finance, 1991.

DANA R.A et MUJJEANBLANC - PICQUE., Marchés Financiers en Temps Continu
Valorisation et Equilibre, Economica, 1994,

EL KAROUL N and GEMAN.H , "A Stochastic Approach to the Pricing of FRNs," RISK,
march, 1991.

EL KAROUIL. N and GEMAN.H , "The Valuation of General Floating-Rate Notes and
Swaps: A Probabilistic Approach", Working paper, Université Paris VI et ESSEC, 1991.

EL KAROUI N. and ROCHET, J.C, "A Pricing Formula for Options on Coupon-Bonds,"
papier de recherche, Université de Paris VI, 1989.

GEMAN H. and YOR M., "Bessel Processes, Asian Options, and Perpetuities”,
Mathematical Finance, 1993.

HULL J., Options, Futures, and other Derivatives Securities, second edition, Prentice-Hall,
1993.

HULL J., and WHITE. A., "One-Factor Interest Rate Models and the Valuation of Interest
Rate Derivative Securities," Journal of Financial and Quantitative Analysis, 28, 1993.

JAMSHIDIAN,, F.,"An Exact Bond Option Formula, "The Journal of Finance, 1989.



806

QUITTARD - PINON F., "Evaluation de produits dérivés de taux d’intérét a I’aide du
mod¢le linéaire gaussien & un aléa .," Séminaire d'Etudes et de Statistiques Appliquées a la
Modélisation en Economie, septembre 1994.

QUITTARD - PINON F., "Formules fermées pour caps floors et options asiatiques sur taux
d’intérét ", Journal de la Société de Statistique de Paris, décembre, 1995,

TURNBULL S., "Interest Rate Digital Options and Range Notes," The Journal of
Derivatives, Fall 1995.





